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R&urn& On dkmontre une equation font tionnelle satisfaite par la fonction gkkatrice double 
des ptborcscences non isomorphes, class&s par valence. I1 en r&ulte un m.3yen de dinombrer 
ies arborescences dont la fermeture transitive est hamiltonienne. 
1. Intraaduction 
I. I. Abtations et dbfinitions 
Soit A = (S, a, ~0:) une arborescence divzrgen’ie ifinie de racine a, oh S 
est I’ensemble des sommets de A, elt cp: S+ P(S) est l’application de S 
daas I’ensemble de ses parties qui assock A tout sommet l’ensemble de 
ses successeurs. n est l’ensemble des sommets terminaux (i.e. qui n’ont 
pas de successeurs). Enfin, E Gtant un ensemble, ’ El designe son sardinal. 
Dkfinition I. La valence est l’application G : S -, IV (oti N’ est I’cnsemble 
des entiers positifs) definie par 
o”(t, = 1 1 si t E 7rr: max (G&(t)) - 1: 1) sit E&r, 
oh, pour tout .K C S, G(X) = X, EX G(x). Par abus de langage nous dirons 
que la valence de A est le nombre z(a), On a toujours i;j (a) < 1 S I. 
DCfinition 2. La pseudo-valuation [ 1 ] eyt l’applic.ation c3 :S + N (oti N 
est I’ensemble des entiers positifs ou nuls) dkfinic par 
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w(t) =: 
t 
a0 si t *a, 
&9(a)) - 1 si. t = a. 
Nous disons qu’une arborescence est de type (n, k) :si elle a n sommets 
et a pour vzlence k. 
1.2. Rermrques g&&ales 
Soit Jf,. k ir: nombre d’arborescences non isomorp%s de type (n, k) 
ou, plus pkciscment, le nombre de classes d’etquivalence d s arborescsn- 
ces de type (n, k). Notons 
S(x,yl= c fn,# Yk 
n,k>l 
12 tonction gCn6ratrice double [ 81 des nombres j$k. 
II a et6 prouve [ 1 ] qu’une condition necessaire et suffisante pour que 
le graphc %le comparabilitk d’une arborescence soit h(amiltonien est: 
(i) w(a) = 0. 
Cette condition est equivalente 8: 
(ii) Le 4egrC du sommet a wut 1 et l’arboresclence obtenue en suppri- 
mant a a Ixx.u valence 1. 
Par car sequent, si new notons tp,? le nombre d’arborescences B n som- 
mets, non isomorphes, et dont le graphe de compara’bilite e;t hamilto- 
nien, il vic:w t 
% =fn-1,l pour tout ra > 2, n E IV. 
S(X) designera l  fonction generat rice des pn : 
La fonction r(x) = S(x, 1) n’est autre que la foncrion generatrice de 
toutes les arborescences I(X) = Zpl > 1 r x nr, ooj3 rn est: le nombre d’arbo- n 
rescencej non isomorphes aM sommets. 11 a Cte prow6 [8] que cette 
fonction .r(x) satisfait a l’equation. 
Cl) r(x) = x exp [r(x) + r(x2)/2 + . . . +- a(x*%)/i. +. . . 1. 
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L,e but de cette note est de ttouver une equation implicik generali- 
sant (1) qui soit satisfaite par S{x, y)!, et d’en deduire un pro&de pour 
calculer q(x). 
2 
Thbor&m,e 1.S(x, y ) n?rifie 
12) W,Y) =x"y +xf]w(Y - 1) 
+ x y-l i exp [ S(x, y) + S(x2, y2)/2 + . . . + S(x k, y k)/k 
+ . ..I - 11, 
Oh 
xf]w=x 5 f&p 
n=l 
= v(x) = [WC Y)/Yly=(). 
Remarquons que, en remplscant y par 1 dans l’equation (2), on reirouve, 
ainsi qu’il convient, 1’Cquation ( 1). 
Nous donnerons du Thkreme 1 deux demonstrations. 
2.1. Demonstration utilisant le th&wt?me de Polya [3;4; 5;6; 81 
Nous utiliserons une forme du theorkme de Polya donnee par Haraw 
WI. 
Soit D un ensemble fini, R un autre b,nsemble, G un groupe de permu- 
tations agissant sur D. Deux fonctions de RD sont G-Cquivalentes si et 
seulement si il existe cy E G tel‘que 
,f{a’) = ig(ad) pour tout d E D. 
A chaque 6Iiment r de R associons le couple d’entiers (pr (P), p; (r)), et 
B chaque fo,action de R* associons le polynbme formel (appele poids) 
P(f)= I-I x Pl Cm) yP2mm . 
dED 
Deux fonct:io3s G-bquivalentes ont le meme polds. Soit maintenant rm,,* 
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ie nombre suppose fini d’elements de R tels que 
m = p1 GO, n = p2W, 
et soit 7,n n le nombre de classes de Gdquiva’lence dans RD ayant pour 
poids x m; n. Posons alors 
7(x, y)= c i~m,nxm_Vn . 
m.n>O 
Par ailleurs on apprtlle poZynbme indicatew de cycle de G le polynbme 
oh jk (a) est le nombre de cycles de longueur k dans la permutation cr. 
Avec ces notations nous pouvons enoncer Ic theoreme suivant: 
Application. Soit S, (x, y) la fonction generatrice cles arborescences 
dont la rack a pour degre m, et 
(3) S(x, y) = 5 S,(x, JO. 
:I& =0 
Distinguons 3 f:as: 
(a) rti > 4. Prenons pour P) l’ensemble des ‘“~1 x&es issues de la racine, 
pour d? l’ensemble tie toutes les arborescences finies non isomorphes, 
pour Gm le groupe (de toutes les permutations de D. Par suite, 
A &&al, . . . . a,) = 
Conskierons les applications de 1) dans R. 
II exkte urse bijection naturelle entre l’wsemble des classes de 
G,-equJvaknce oe ces applications et l’ensemble des arborescences ayant m 
anb suo~ti!s 
(s) 
‘(c) s@de,p ‘a$!ns .n?d *Xx mop $sa puodsauo3 InI 
in5 aur~a~ alf (1 ‘ 1) ad,Q ap ‘ama3saJoqJe ainas aun e A 11 ‘0 = u1 (3) 
l I-u=~u~ 
(9) 
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C(k ‘1, .,., km) = -- 
m! 
lkl*kl!iki~ki!...mkm*km! 
Or [ 8, p. 483 l’on a, dans ces conditions 
5 Z~,i(q* . . . . a,) = exy [ a1 + a,/2 + . . . + a,/m + . ..I. 
m=Q 
Comme ZGO = 1, par convention, il vient finalement 
(6) 5 ZGmCaI ,..., ami = exp[al +a,/2 + . . . +a,lm + . ..I - 1. 
Vl=l 
De (5) er (6) on deduit alors. (2). 
3(X, J’) = X J/ + Xf, (X) ( y - 1) 
+ x y-l {exp[ S(x, y) + S(x? y2)/2 -t- . . . J. &‘(XR) yk),/k 
f . . . ] - 1). 
2.2. D&onstration di?ecte 
Soit A we arborescence de type (n, k) comportant y~1 a&es adja- 
centes a :a ;&ne. k’application qui g A assoc:ie la famille f( 4) des m 
arborescences attachees aux m aretes issues de la racine a est bijective. 
Supposons que cette famille comporte hiPfi arborescenccs de type (i, ji), 
i = 1, 2, . . . . n - 1, ji = 1, . . . . i. On a les relations suivantes lorsque m > 1. 
n-l 
((7) z x ihij. = n - 1, 
i=E ji=l,...,i ’ 
(8) ‘2’ C 
i=l ji=l,...,i 
jih,j =k+ 1, 
i 
(9) fi j , = 0 implique IZi,j = 0. 
En effet, hi,j ne peut etre strictement po&if que s’il eixiste Ces arbores- 
cences de type (i, j). Lorsque m = 1, l’arborescence unique de la famille 
F(A) comports! 1~ - 1 sommets mais sa valence peutt vdioir 1 ou 2 si k = 1, 
2. *.-9r 13J 
et vaut k + 1 si h 3 2. Enfin, pour r’pz =0, a est i’unique arborescence de 
type (1,l). 
Le nombre de faqons de choisir ces hi: j. arbemcmces est Cgal au 
nombre de combinaisons de tai!le hi,ji, avec repetitions, defi,ii lettres, 
soit 
Posons 
La sommation etant &endue i icutes les L_+rrr_____  ___ ____ ._v famiflec d’en time h _. ssti$$- 
sant (7)-(g), le produit etant calcule pour chacune de ces familles. Si 
aucune famille satisfaisanl les conditions n’existe; on posera r, k = 0. 
Ainsi r2,r = 0, et r,,, = 0 pour n Z 2.11 Gent alors pot n, k 1 %: 
tl@ fmk=r,k= I , 
Doncf,,, = 0 pour n 2 2 Par ailleurs, pour k = 1, 
W) ff/‘n l+fn-l 10 , , , 
Enfin, fl,l = 1. 
Posons maintenant 
n&,y)=rI{(l -x’y@: i= l,...) w,j= I)..., i 3. 
Developpons n(x, y); il vient 
eGY) = 1 +vf&) +x2y2 T(x,y). 
Dans ce developpement, x2y2 T(x, y) cornporte tous les terrnes de 
a(~, y) de de@6 22 en x et en y. Calculons dans x”y2 T(x, y) le coefficient 
an,k de F-1 yk+r (n 3 3, k 2 1). 11 vient que cy, k est le coefficient de . 
xn-l y k+l dzls 
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oti 1:: produit est etendu B i = 1, . . . . m, j = 1, ,.., i, et oil la sommation est 
calcu?Ce sur Ies entiers hij pour chaqT;%e couple (i, i). Alors 
%,k = 
fij + hij- I\ xihijyjhij = rn k, 
hij / v 
ia sommation &ant etendue 8 toutes les families d’entiers hii satisfaisant 
(7)- (91, le produit &tant calcule pow chacune dli: ces familles. Far suite, 
dans le produit F(x, y) = xy -1 n(x, y) le coefficient du terme en xn y k 
pour n > 3, k > 1 est fi?gd h ;m,$. 11 en rhk 
-xf&) = c r,,k Xnyke 
n,3 
k,l 
Or 
sky)-xy+ k f&IE.Y+ c fnMkXnyk 
n=2 n>3 
k>2 
puisque f2,2 =: 0. Par suite, d’apres (10) et (111, 
S(X,Y) =XY +nF2fn_l,,Ix"y + Z m,l xnY + C rn,kxnYk; 
na2 n23 
k>2 
soit 
(13) 
k>l 
Or r2, 1 = 0, ainsi qu’on l’a remarque. On tire alors de (12) et ( 13), 
(14) Rx Y) = J:,Y + V.fi (x) + XY -1 w(x, y) -x,& (x) -xy -1.. 
I1 nous reste &- calculer n(x, y). Frenons le logarithme de n(x, y) sui- 
vant une m&hode indiquee par Riordan [8, p. 1271, 
log 7T(X, Y) = %~j log ( : --xiyi)-1 
ki 
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= C’ fi i(~iyi + (xiyj )2/Z + . . . -+ (xiyj)kfk + . ..) 
i,j ’ 
= S(x, y) + S(x2, y2:,/2 + . . . + S(x k, yk)/k + . . . . 
Par consbquznt (14j donne aisement (2). 
2.3. Rhultats 
La formule (2) per-met de calculer de proche en proche les valeurs de 
fn$. Sans insister sur ce calcul, donno:ns implement dans le Tableau 1 les 
premiers resultats. 
Tableau 1 
-- 
\ k 
n 
\ 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
-- 
1 2 3 4 5 6 
1 0 
1 0 
2 0 
3 1 
7 1 
13 5 
31 9 
66 29 
159 62 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
6 
11 
3. IR cas des arborescences plankes [ 71 
Soit A = (S, U) = (S, a, 9) uni: arborescence. Pour tout sommet x E S, 
on peut def’inir l’entier p(x), longueur du chemin de a k x. Une arbo- 
rescence phm&e K == (S, U, a, ; ,, 31 est la donnee d’une arbore?cence 
A = ($ t’) := (S, a, $1) et d’une relation P d’ordre total sur 3 possedant 
les proprietes uivantes: 
(i) Si x, y E S et p(x) < pi(y), alofs xPy. 
(ii) Si (x, y), (2, t) E U et p(x) := p(z) = p(y) - 1 = p (t) - 1 et x Pz, 
Aors y P t . 
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Deux arborescences planees iT = (Z$ U, a, P) et iit = (S’, U’, a’, P) sont 
isomorphes s’il existe une bijection 0 de S sur S’ telle que 
(i) O(i2) =a’; 
(il) (O(x), O(y)) E U” * (x, y) E U; 
(iii) O(x) P’ Of’y) * xPy. 
Remarquons c ue l’isomorphisme de x et x en tant qu’arborsscences 
pl,anees implique l’isomorphisme des arborescences A = (S, li ) et 
A’ = (S’, U’). Mals la reciproque n’est pas vraie. Ainsli ks arborescences 
A et A’ de la Figure 1 sont isomorphes en tant qu’arborescences, mais 
non en tant qu’arborescences plan&s. P et P” sont les ordres totaux indi- 
ques par les indices des sommets. 
Fig. 1. 
0n definit corlme a la Section 1 Ea valence t le type des atborescen- 
ces planees. 
Soit Tn le nombre de classes d”isomor?~hislne d’arborescences plnnees 
a rs sommets et Tn ,k le nombre de ces classes de type (n, k); on a 
Posons 
T(x) = 2, Tn x”, T(x, y) s= 
n=9 
:g Tn,$ xn yk. 
n,k=l 
La serie formelle T(x) est connue. Elle satisfait (c. f. [ 71) g l’equaticn 
fonctiontrelle 
(15) T2(x) - T(x) + x = 0. 
Qna 
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T(x)= ~(1-(1-4x)“2)= fj ‘(“n”-:)xn. 
n=l n 
(Les T,, sent 1~s nomhres de Catalan; c.f. [ 51) 
ThCor&me 2. T(x, v) sat&fait b l’e’quatiort fonctionnelle 
(16) T2(x,y)+ T(x,y)[- 1 -xy(l +t;(X))+Xfl(X)+Xy-.lI 
+Xy(l + tl(X))-Xtl(X)=Q, 
oz1 Q(X)= qLl a;,,xg. 
Kktonstration. La demlr;>nstration resulte encore d’une application du 
theorcme de Polya. Notons Tm (x, y) la serie kumeratrice des classes 
d’arborescences planees dont la racine a pour degre m, il vient successive- 
ment: 
(a) m > 1. Applelons H) l’ensemble des m a&es issues de la racine, R 
l’ensemble des classes d’arborescences planees, Im le groupe de permuta- 
tions sur D reduit a l’identite ZIm (a,, a2, . . . . a,) = a?. Considerons les 
applications de R 0. 117, a une bijection entre les classes de I,-equiva- 
lence de ces applications (c’est-a-dire les familles ordonnees comportant 
m elements de R) et l’ensemble des classlzs d’kquivalence d’arborescences 
plandes ayant m aretes issues de la racine. D’ou 
T ?n dv y) =xy-1 T”(x,y) - , 
en raison des relations (a) (cf. Section 2.1). 
(b) m = 1. Un raisonnement analogue 5 celui du Section 2.1 (b) donne 
T, (x, y:, = X(;IJ - 1) 1’r (x) + xy -1 T(x, y) 
(c) nz = 0. On a. TO (x, y) = JC y. D’ou e,.l sommant T(x, y) = Zz=-, T,(x, pi) 
il vient (16). Remarquons que (16) donne (15’) en faisant y = 1, ainsi 
qu’il car. v ient. 
Dans le Tableau 2 nous donnons, a t:tre: d’indication, quelques valeuis 
de Tn,l* 
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Tableau 2 
n T K 1 
--- 
1 1 
2 1 
3 2 
4 5 
5 10 
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